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میخونه،  دیفرانسیلوقتی کسی داره   

 لطفا از خواب بیدارش نکنید 

  !دیفرانسیل چیه دقیقا؟

 !هستشمعادله دیفرانسیل دیدی، اون  مشتقببین اگه تو یه معادله 

  معادله هست اما دیفرانسیل نیست    2𝑋=  𝑌 2 + )مثلا

  آفرین، اینم معادله دیفرانسیل نیست    𝑋 - 3𝑌 3 = )مثلا

 脥� دقیقا، این معادله دیفرانسیل هستش    ) 𝑌′ + 𝑋 = 3 مثلا

 脥� اینم یه معادله دیفرانسیل هستش چون توش مشتق داره ) 𝑌" = 7𝑋 – 4   مثلا

 脥� هستش  اینم معادله دیفرانسیل𝑌′ = 4    ) مثلا

 

 تو معادله دیفرانسیل دقیقا دنبال چی میگردیم؟ 

بالا رو نگاه کن، دنبال تابعی میگردیم که اگه ازش  مثال آخری میگردیم که داخل معادله جور در بیاد. (صدق کنه) Y  دنبال یه تابعی مثل 
 趽趾趿跀跁 4مشتق بگیریم بشه 

پس معادله رو حل ،  4بزاری درست میشه، چون اگه ازش مشتق بگیری میشه   Y = 4Xحالا خودت هم میتونی حدس بزنی که اگه جاش 
  뇃녿놀뇁뇂뇃녿놀뇁뇂 ، تبریک میگم همین الان یه معادله دیفرانسیل حل کردی Y = 4X   کردیم ، جوابش میشه تابع

    놕놅놆녿놀 ، میتونی بگی جوابش چه تابعی هستش؟ زرشکبالا رو دوباره ببین چهارماما همیشه به این آسونیا نیست، مثال 

   ...جواب برسیبه خاطر همین اینجا قراره روش هایی یاد بگیری که به جای حدس زدن، میتونی سریع به 

  

 به بیشترین مرتبه مشتقی که داخل معادله هست، میگیم مرتبه معادله دیفرانسیل اینم بدونی بد نیست : 

 مرتبه یک   0𝑌2 - 2𝑋 = ′     |     2مرتبه    𝑋" + 2𝑌 4 =  )مثلا

 )دومهدرسته که مشتق اول داره ولی بیشترینش مشتق 2  (مرتبه 𝑋𝑌" + 𝑌′ = 2     )مثلا

 که در واقع خودش تابعی از  Yهم کاری نداریم، فقط بیشترین مرتبه مشتق تابع   X؛ دقت کن ما با توان کاری نداریم، با 3مرتبه (   𝑌+ 2 5𝑌′ + 3𝑌+  4𝑋(3) - 0 = 3   )مثلا

Xهستش(  

 مشتق هستش مثل همین مثال قبلی تو توان پرانتز دیدی اون دیگه توان نیست، اون مرتبه وقتی اینم بدونی بد نیست : 

 놰놫놬놭놱놮놯 بالاترین مرتبه، درجه رو میده بیشترین توانِولی یادت باشه رفیق، میتونیم هم مشتق داشته باشیم و هم توان؛ بدونی بد نیست :  یکی این

  )هستش 3توانش (بالاترین مرتبه مشتق یک هستش و   معادله دیفرانسیل مرتبه یک و درجه سه   𝑋+  𝑌+ 2 3′𝑌 0 =)   مثلا

   هستش) 2 هستش و توانش سه(بالاترین مرتبه مشتق  دوو درجه   سهمعادله دیفرانسیل مرتبه    2 𝑌)3( 𝑋+  4 "𝑌+ 2 0 =)   مثلا

  غیرخطی و خطی  : دو نوع معادله دیفرانسیل وجود داره
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و تو  چون حل کردن غیرخطی ها کار حضرت فیله خداوکیلی  ببخشید فقط با خطی ها کار داریم.، 놕놅놆녿놀ما فقط رو خطی هاشون کراش میزنیم
  놗놘놙녿놀놖درس های دانشگاه نیست 

   놊놅놆놇놈놉یعنی چی؟! دو تا شرط داره که اگه رعایت بشه، اون معادله میشه خطی، همین خطی حالا 

 )مشتق هاش ضرب شده باشه (پس اگه توان داشته باشه خطی نیستنباید تو خودش و  Y) (همونتابعی که دنبالش میگردیم یش) اول

 .خودش و مشتق هاش، متغیر هیچ تابعی نباشنY) (همون تابعی که دنبالش میگردیم یش)  دوم

  ...مثال های پایین رو ببین یه زحمتی بکش، پس 뇒뇓뇔뇕뇖뇗 میدونم گیج شدی آخی گوگولی، 

 تابع سینوس شده  متغیرِ Y غیرخطیه، چون)   ′𝑋 = sin(𝑌) + 𝑌   مثلا

  (یعنی تو خودش ضرب شده دیگه رفیق)   غیرخطیه، چون تابعی که دنبالشیم توان داره   3𝑌+  2𝑌 = "   )مثلا

 ایه  نه توان داره نه متغیر تابع دیگه Yخطیه، چون    3𝑌+ 2 𝑋 = ′   )مثلا

 ���خطیه، به دلیل بالایی)   𝑌" + 6𝑌′ + sin(𝑥) = 0   مثلا

 

  خصوصیو عمومی  : معادله دیفرانسیل دو جور جواب دارهیه 

 !چیه؟ حالا جواب عمومی چی

 چی میتونه باشه؟  Yتابع     𝑋  ، 𝑌′ = 2بیا یه مثال ساده بزنیم، به نظرت تو معادله 

 2Xباشه، چون ازش مشتق بگیریم میشه  2𝑋آفرین میتونه 

  2𝑋 999 +   دقیقا اینم میتونه جواب باشه، خب حالامثل بالایی درمیاد دیگه،  چون مشتق اشهم درست نیست؟  2𝑋 3 +اما به نظرت 
 2Xچطور؟ بازم درسته چون مشتقش میشه 

  پس جواب درسته پس کلا میگیم جوابش میشه مشتق عدد صفره  پس دیدی چقدر جواب های مختلف داره، یه جورایی هرعددی بزاری، چون
𝐶  +2𝑋=  𝑌   که هر عددی میتونه باشه*  

به این میگن جواب خصوصی چون مثل  ،  2𝑋  4 + دقیقا  به این میگن جواب عمومی چون یدونه نیست حالا اگه بهش عدد بدی مثلا بشه
  شیطون بلا!  فقط یدونه است 뇃녿놀뇁뇂خودت

  برات میگم فعلا عجله نکن.  جواب خصوصی در بیاری که بعدا تو مثال ها بیشتر بینهایت از جواب عمومی میتونی  : نتیجه گیری

 Y = f (x)یا هر حرف دیگه ای بزاری، مهم مفهومشه f تابعی هستش که دنبالشیم، تو میتونی جاش Y ببین 

  

  !چجوری معادلات مرتبه اول رو حل کنیم؟

ଢ଼ୢ    یا '𝑌 شکلمیدونی دیگه مشتق رو به 

ୢ୶
 .نشون میدن

ଢ଼ୢ ∫    چون انتگرال، برعکس مشتق هستش پس باید اینو بدونی که 

ୢ୶
که تو حل همه معادلات مرتبه اول  Y  میشه همون(انگترالِ مشتق)  

    .کمکت میکنه
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  معادلات جداشدنی 
 ...رو هم میبریم یه طرف dyها و y رو میبریم یه طرف، همه dx ها و  xتو اینجور معادله ها، همه 

ب  بعدش از دو طرف انتگرال میگیریم؛ کار تمومه ، تا اینجا جواب عمومی رو به دست آوردی. حالا مقداری که خودش داده رو قرار میدی تا جوا 
   놴놲놵놶놷놳اول مثال رو ببین بعد برگرد دوباره اینجارو بخون. خصوصی رو هم گیر بیاری

𝒅𝒚 معادله دیفرانسیل   )مثلا

𝒅𝒙
=

𝟑𝒙𝟐ା𝟐𝒙

𝟐𝒚
𝒚(𝟎)  رو با شرط    =   . حل کن   𝟏 

= 跖跗跘跙  2𝑦 𝑑𝑦 اول مرتب سازی با طرفین وسطین ل)ح  (3𝑥ଶ +  2𝑥)𝑑𝑥  

∫   跖跗跘跙  میتونی انتگرال بگیر ،داریdy و dx حالا چون هر دو طرف  2𝑦 𝑑𝑦  =  ∫(3𝑥ଶ +  2𝑥)𝑑𝑥    

跖跗跘跙    𝑦ଶ  جواب هاشون میشه =  𝑥ଷ  +  𝑥ଶ +  𝑐     ،همیشه سمت یادت باشه بعد انتگرال گیری از دو طرفX  یه C یعنی  میمونه)
𝑦(0)   که اگه جواب خصوصی میخوای باید شرط سوال رو اجرا کنی، یعنیبنویس)  =  1     

ଶ(1)   پس =  (0)ଷ +  (0)ଶ +  𝑐  跖跗跘跙    که میشه C = 1   

𝑦ଶتا اینجا به چی رسیدیم :   =  𝑥ଷ  +  𝑥ଶ + رو به دست   Yاز دو طرف یه رادیکال هم میگیریم تا نبودیم؟ پس  Yخب مگه دنبال تابع     1 
  بیاریم. 

= 𝑦  :  )جواب خصوصی میشهیعنی رو هم گیر آوردیم  C(چون  این  آخرِ داستان شدپس   √𝑥ଷ +  𝑥ଶ +  1 

چک کن ببین  ، از کجا بدونم باید به این روش حل کنم؟ از آب خوردن ساده تره رفیق، معادله ای هستشخب حالا اگه تو سوال نگفت این چه 
  바밐밑밒박놅놆밓 تامام تامام... .رو گیر بیار yها هم یه طرف دیگه، اگه شد به روش بالا حلش کن و dy ها و  yها برن یه طرف و  dxو  xمیشه همه 

  놌놅놆녿놀놋농کراشت یه دور برگرد خودت این مثالو حل کن، تورو خدا  جون 

   (مرتبه اول) معادلات خطی
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  𝑥(𝑞=  𝑦) 𝑥(𝑝+ ′ 𝑦(م کلی شون این شکلیه :  فر

 اند که میتونن عدد هم باشن.   xتابع هایی از  qو  pدر واقع 

   놂녿놀놁놃놄قیافه سوال داد میزنه معادله خطی مرتبه اوله   𝑥= 3 𝑥𝑦+ 2′ 𝑦  مثلا) 

  هستش.)  p(x)که همون   y(عدد نپر به توان انتگرال ضریب خود   = 𝑝∫ 𝑒A)𝑥 (𝑑𝑥اول اینو به دست میاری    )حل

  Ap(x)y = Aq(x′ Ay +(اینو تو کل معادله ضرب میکنی، اینجوری  

ௗ(஺௬)    چیزی مینویسیش، اینجوریحالا طرف چپ رو میبندی، یعنی به شکل مشتق یه 

ௗ௫
که اگه ازش مشتق بگیری میشه همون     

  ..بالایی

اول شاخ مثال پایینو بشکنیم، بعد . تو چپیه از بین بره) و از طرف راست انتگرال میگیریdx ضرب میکنی (که dx دو طرف رو در 

 …متن بالا رو دوباره بخون

    𝑦+ ′ 𝑦  =0برو تو نخ این سوال    )مثلا

= 𝐴رو حساب میکنی،   Aاول  حل)  𝑒∫ ଵௗ௫  =  𝑒௫   .خب حالا تو معادله ضربش میکنیم ، 

𝑒௫𝑦ᇱ    اینجوری +  𝑒௫𝑦 =  0  跖跗跘跙 

ௗ(௘ೣ௬)حالا طرف چپ رو میبندیم :   

ௗ௫
= 0 

که همون مشتقه ،خنثی میشه پس خودش رو   dسمت چپ، انتگرالش با (ضرب میکنیم و انتگرال میگیریم  𝑑𝑥حالا دو طرف رو در 

= 𝑒௫𝑦     )مینویسیم  ∫ 0 𝑑𝑥     

𝑐𝑒ି௫  𝑦 =  یعنی اینجوری میشه : رو تنها میکنی و تمام!  yو ) C(میشه جواب انتگرال رو میگیری  =
௖

௘ೣ
 

  که خود سوال داده بود صدق میکنه، اگه شک داری بزار توش خودت ببین... ما تابعی رو به دست آوردیم که تو معادله اصلی  یادآوری : 

 …رو قبلش از نانو لرن دانلود کن و بخونانتگرال به زبون آدمیزاد اگه در انتگرال گیری مشکل داری، جزوه کمک میخوای؟ 

  

  معادلات همگن 

تابع اصلی رو سالم بکشی بیرون، اون   و خودِ tبزاری و  tyو   tx  یه تابع ،  yو  xتابع همگن چیه؟ اگه بتونی جای متغیر های 

  )هستش tمرتبه همگن بودنش هم توان  ( تابع همگن هستش. 
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را چه شد؟   نمره دیفرانسیل اتابواسحاق   

 کیان، شرایط استخدام اسنپ چیست؟ 

تفکیک شدند و سالم بیرون اومدند و   tپس خود تابع و  )𝑥𝑦+ 2 𝑥(2𝑡) = 𝑡𝑦)(𝑡𝑥+ (2 )𝑡𝑥( همگنه، چونکه    𝑥𝑦+ 2 𝑥   تابع  )مثلا

 مرتبه دو هستش.   توان دو داره، همگنt چون 

رو چک میکنی، اگه جفت شون  Nو  Mحالا هر دوتا تابع     𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦= 0شکلی بهت میده  معمولا اول تابع رو این

 بودند، با روش زیر حلش میکنی...  )و هم مرتبه(همگن 

= 𝑧اول تغییر متغیر میدیم :  
௬

௫
ௗ௬   و  𝑦 = 𝑧𝑥  پس میشه گفت    

ௗ௫
 =  𝑦′ =  𝑧′𝑥 +  𝑧  

  مشتق اولی در دومی + مشتق دومی در اولی 跖跗跘跙میشه  مشتق ضرباگه یادت نمیاد 

ௗ௬معادله رو به شکل   برای شروع،

ௗ௫
=   .هارو تغییر متغیر بزن yفقط ها کاری نداشته باش ، xمینویسی و جایگذاری میکنی، فقط با   −

 رو برگردون به حالت اول.   zها یه طرف و از دو طرف انتگرال میگیری. فقط آخرش   dyو  yیه طرف و  dzو  zدر نهایت تمام 

  بخون...خب جنتلمن، اول مثال زیر رو ببین بعد دوباره برگرد اینجا رو 

  𝑑𝑥 - (𝑥)𝑑𝑦 = 0(𝑥 + 𝑦)    جواب اینو اخ کنمثلا) 

تغییر متغیر رو مینویسیم برای خودمون و برای شروع ! چرا؟ خودت طبق چیزی که گفتم تستش کن. خب معلومه که این همگنه حل)

𝑥)    کسریش میکنیم : + 𝑦)𝑑𝑥 = 𝑥𝑑𝑦  →    
ௗ௬

ௗ௫
=

௫ା௬

௫
 

+ 𝑧ᇱ𝑥     یعنی اینجوری : 놗놘놙녿놀놖 دست نمیزنیم جیزه! xمشتقش اش رو تغییر متغیر میدیم و به  و   yخب گفتیم فقط   𝑧 =
௫ା௭௫

௫
 

+ 𝑧ᇱ𝑥 :   فاکتور بگیر و ساده کن xسمت راست داره داد میزنه از خب حالا   𝑧 =   1 + 𝑧 ௫(ଵା௭)

௫
 →    1 + 𝑧         یعنی →    

𝑧ᇱ𝑥:     رو ساده کن از دو طرف (بیشترش ساده کاری ساده ی ریاضیه) zحالا  = ௗ௭   میدونیم که و از طرفی    1

ௗ௫
 =  𝑧ᇱ    

ௗ௭تا اینجا فعلا کارمون تموم بشه :   خب جایگذاریش کن 

ௗ௫
 𝑥 = ها  dyو  yیه طرف و  dzو  zتمام گفتیم که   خب حالا باید چیکار کنیم؟      1

ଵ، اینجاشو فقط نگاه کن چیکار میکنم :    یه طرف

ௗ௫
 𝑥 =

ଵ

ௗ௭
   →    𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑧 

  )رو عوض کردیمبعدش دو طرف رو برعکس کردیم (یعنی جای صورت و مخرج تقسیم کردیم   dzدو  طرف رو به چیشد؟ چیکار کردیم؟ 

∫:    خب دیگه از دو طرف انتگرال بگیر 𝑥 𝑑𝑥 =  ∫ 𝑑𝑧   →   
௫మ

ଶ
+ 𝑐 = 𝑧  

به که نمیخواستیم، پس تغییرش بده   zفقط ما آخرش  눔눑눕눌눍눖눒눓눗! جیگر، گیر نده مونه دیگهمی  cها همیشه یه  xکه سمت  یادت میاد 

= 𝑧 همون اولی دیگه یعنی
௬

௫
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௫మپس شد این :   

ଶ
+ 𝑐 =

௬

௫
معمولا  اگه یادت باشه گفتیم جواب همیشه یه تابعی هستش که در معادله اصلی صدق کنه،    

کنی و بهش تحویل بدی،  رو تنها    yولی اگه آدم رو مخی بود میتونی خیلی شیک و مجلسی 눀놫놬뇽눁뇾놮뇿اینجا استادت میگه حله چشات  

  놊놅놆놇놈놉 ما اینجا داریم زحمت میکشیمبگی بیا 

𝑦 =
𝑥ଷ

2
+ 𝑐𝑥 

 .سوال : اگه یه وقت فهمیدیم معادله همگن نیست، اون وقت چی؟ خب شاید معادله کامل هستشخب حاجی یه 

  

  معادلات کامل 
    رو یادته، اگه این شرط رو داشته باشه، بهش میگیم "کامل"    𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦=  0معادله   

ௗெ   شرط کامل بودن :

ௗ௬
=

ௗே

ௗ௫
 xداره نسبت به  dyاونی که  مشتق  مساوی بشه با  yداره نسبت به   dxیعنی مشتق اونی که   

∫    انتگرال میگیری  M  ، اینجوری حل میکنی:  اول از(یعنی مساوی بودن) اگه کامل بود 𝑀𝑑𝑥 = 𝐴 + 𝑐      که یه عبارتی میشه

 با عدد ثابت  

ௗ(஺ା௖)قرارش بده، اینجوری     N  مشتق بگیر و مساوی همون  y   نسبت به )A+cیعنی (بعد از همون عبارت 

ௗ௬
= 𝑁     که یه عبارت داری و

c' ) چون مشتق گرفتی ، دیگه خودc نیست( 

   跂跄跅跆跃رو گیر بیاریم. سه سوت یه مثال حل میکنیم و بعد بیا اینجا رو دوباره بخون  Cاین قسمت آخر برای اینه که بتونیم  

کن رو حل   𝒆𝒚 𝒅𝒙 +  (𝒙𝒆𝒚  +  𝟐𝒚) 𝒅𝒚 = معادله   مثلا)   𝟎   

ௗெ     کامله یا نهاول تست میکنیم ببینیم   )حل

ௗ௬
=

ௗே

ௗ௫
  کامل هستش یعنی مساوی اند پس معادله   𝑦𝑒=  𝑦𝑒   که میشه   

∫    انتگرال میگیریم dx   نسبت به  M   دیگه تابلوئه اول از 𝑀𝑑𝑥 = ∫ 𝑒୷ 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒௬  +  𝑐  

跖跗跘跙    𝑥𝑒௬ یرو گیر بیاریم، اینجور c   قرار میدیم که N   مشتق میگیریم و مساوی  y حالا از همین نسبت به   +  𝑐′ =  𝑥𝑒௬  +  2𝑦    

∫ 𝑐′𝑑𝑦 =  ∫ 2𝑦𝑑𝑦 =  𝑦ଶ  =  𝑐  هم میشه   c  و خود  𝑐′ =  2𝑦  پس 

     2𝑦+  𝑦𝑥𝑒    رو نداشتیم که پیدا کردیم، پس جواب شد :    ′𝑐 خب ما جواب رو قبلا هم گیر آورده بودیم ولی 

  ضرب میکنیم تا کامل بشه بعدحالا اگه معادله "کامل" هم نبود، میتونی با یه قلقی کاملش کنی، یه چیزی توش  نکته جالب : 

 ) همونی که قراره ضربش کنی تو معادله تا کامل بشه( بتونیم مثل بالا حلش کنیم، به این میگیم عامل انتگرال ساز 

 اگه یادت بیاد برای حل خطی ها هم یه چیزی توش ضرب میکردیم، یادت میاد چی بود؟  یادآوری :

  

   )معادلات غیرکاملکامل کردن (عامل انتگرال ساز 
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شد، سمت چپ رو حساب کن،   yاگه اینو حساب کردی و کاملا بر حسب  

  跖跗跘跙 عامل انتگرال سازت همینه!

اونی که زیروند نوشته شده، یعنی مشتق بر اساس اون بگیر،  

  مشتق بگیر  yنسبت به  Mمثلا اولی میگه از  

 dy   عدد نپر به توان انتگرال عبارت سمت راستی بر اساس

تقسیم کردی ولی برحسب یکی شون   Nیا  Mببین اگه مخرج رو به 댱댲댳댯댰 !میگیری xyدقت کن که انتگرال رو بر اساس 

 …تقسیم میکنی (M×X)+(N×Y) رو بهنشد، از این راه میری یعنی مخرج 

 

رو حساب کنی اگه بر   راستخب از بالا به پایین به ترتیب هر کدوم کارت رو راه انداخت حله، اگه نه برو سراغ بعدیش... قراره سمت 
 همون عامل انتگرال سازت میشه. چپیحسب چیزی بود که گفته شده، سمت 

  . ..و بقیه هم همین طوریx یعنی یا عدد بمونه یا x  دقت کن وقتی مثلا میگه فقط بر حسب 

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  

  

  

  

 

  𝑥𝑦+ 2 𝑥+ ( 𝑑𝑥)2𝑦+  𝑥𝑦(3(𝑑𝑦 0 =طعم کن : اینو  مثلا)  

    نمیشه که لعنتی X، از اولی بریم فقط برحسب ااااَی خدا حل)
೏ಾ

೏೤
ି

೏ಿ

೏ೣ

ିெ
=

ଷ௫ାଶ௬ିଶ௫ି௬

ଷ௫௬ା௬మ = 𝑥 + 𝑦 

پس سه سوته میریم سراغ دومی    
೏ಾ

೏೤
ି

೏ಿ

೏ೣ

ே
=

ଷ௫ାଶ௬ିଶ௫ି௬

௫మା௫௬
=

௫ା௬

௫(௫ା௬)
=

ଵ

௫
شد، پس   xآخرش فقط بر حسب حله دیگه خب    

𝑒عامل انتگرال سازمون اینه      x      خب حالا همینو تو معادله اصلی ضرب کنی، تبدیل میشه به معادله

3𝑥ଶ𝑦)معادله این شد   که بتونی حلش کنی، کامل   + 𝑥𝑦ଶ)𝑑𝑥 + (𝑥ଷ + 𝑥ଶ𝑦)𝑑𝑦 = 0 

ௗெمطمئنی معادله کامل شد؟ کاری نداره که، شرط کامل شدن رو اجرا میکنیم   از کجا 

ௗ௬
= 3𝑥ଶ + 2𝑥𝑦   ,

ௗே

ௗே
= 3𝑥ଶ + 2𝑥𝑦   

  و حلش کن.  رو یادت نیست، برگرد بالا رو دوباره بخون ل معادله کاملروش ح، حالا اگه دیدی یکی شدن پس کامل شده

  

   رو حل کن.  )𝑥+  𝑦2𝑥+ 3 𝑥+ ( 𝑑𝑥)𝑦+ 2 𝑥𝑦+ 3 𝑦(𝑑𝑦 0 =  معادله مزخرف مثلا)  

  شد، xکاملا بر حسب  نشد، اینو حساب و اگه این   yاگه بالایی کاملا بر حسب 

  跖跗跘跙 عامل انتگرال سازت همینه!سمت چپ رو حساب کن، 

  xنشد، اینو حساب کن و اگه این کاملا برحسب   yاگه بالایی کاملا بر حسب 
  跖跗跘跙 !شد، سمت چپ رو حساب کن، عامل انتگرال سازت همینه
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 )خودت حساب کن ببین چرا میگم نمیشه(خالی در نمیاد، پس از مورد سوم میریم  yو  xاگه از مورد اول و دوم بری بر حسب  حل)

پس   
೏ಾ

೏೤
ି

೏ಿ

೏ೣ

ே௬ି
=

ଷ௬మାଶ௫௬ାଵିଷ௫మିଶ௫௬ି

௬௫యା௫మ௬మା௫௬ି௫ యି௫మ௬మି௫
=

ଷ൫௬మି௫మ൯

௬௫యି௫௬య =
ଷ൫௬మି௫మ൯

௫௬(௫మି௬మ)
=

ିଷ൫௫మି௬మ൯

௫௬(௫మି௬మ)
= −

ଷ

௫௬
 

𝑒خب عامل انتگرال سازش میشه   
∫ ቀ

షయ

ೣ೤
ቁௗ(௫௬)

= 𝑒ିଷ(୪୬ ௫௬) = 𝑒௟௡௫௬షయ
= (𝑥𝑦)ିଷ =

ଵ

(௫௬)య =
ଵ

௫య௬య  

  놗놘놙녿놀놖 دست خودتو میبوسهاگه اینو تو معادله اصلیه ضرب کنیم، کامل میشه و میتونیم به روش کامل حلش کنیم که  

ቀ    اینجوری میشه در آخر اگه ضربش کنی
ଵ

௫య +
ଵ

௫మ௬
+

ଵ

௫య௬మቁ 𝑑𝑥 + ቀ
ଵ

௬య +
ଵ

௫௬మ +
ଵ

௫మ௬యቁ 𝑑𝑦 = 0 

، جون هر کی دوست داری، مرحله مرحله بخون تا قاطی نکنی، دیفرانسیل همینجوریش زیاده، 놕놅놆녿놀 خار ندارهاین سوالا قیمت دلار قسم  به
 ..برا خودت سختش نکن

باشه و تو معادله ضربش   𝑛𝑦𝑚𝑥یه راه دیگه هم برای پیدا کردن عامل انتگرال ساز هست ،این که فرض کنیم عامل انتگرال ساز  

  مجهولش رو پیدا کنیم... nو  mکنیم بعد شرط کامل بودن رو اجرا کنیم تا اون  

چی اینو ونه کاملش کنه تا بره خواستگاریش، حالا تو بگو  تاین معادله دیفرانسیل دنبال نیمه گمشده اش میگرده، کسی که بمثلا)  

    ‐)𝑑𝑦)2𝑥𝑦+ 2 𝑥+ ( 𝑑𝑥)3𝑦+ 2 𝑥𝑦 3=  0کامل میکنه؟   

، خب پس اگه تو معادله    𝑛𝑦𝑚𝑥و فرض میکنیم که این باشه     خب عامل انتگرال ساز میتونه اینو به معادله کامل تبدیل کنه حل)  

بشه دیگه چون ما فرض کردیم مثلا این همون عامل باشه. پس بعد از اینکه تو معادله ضربش کردیم ضربش کنیم باید کامل  

... بزن مجهول رو گیر میاریم و تموم  nو    mو از اونجایی که باید کامل باشه، از هموجا    میتونیم شرط کامل بودن رو تست کنیم

  بریم تو کارش... 

3𝑥௠ାଵ𝑦௡ାଵ−)ضرب کنیم توش      +  2𝑥௠𝑦௡ାଷ)𝑑𝑥 +  (𝑥௠ାଶ + 𝑦௡  +  𝑥௠ାଵ𝑦௡ାଶ) = 0  

ௗெ   ؟ آفرینیادت اومدشرط کامل بودن چی بود؟ 

ௗ௬
=

ௗே

ௗ௫
     

𝑛)پس    + 1)(−3𝑥௠ାଵ𝑦௡) + (𝑛 + 3)(2𝑥௠𝑦௡ାଶ) = (𝑚 + 2)(𝑥௠ାଵ𝑦௡) + (𝑚 + 1)(𝑥௠𝑦௡ାଶ)  

 跂跄跅跆跃حالا ضرایب یکسان رو مساوی میزاریم، اینجوری 

(−3𝑛 −  3)(𝑥௠ାଵ𝑦௡)  =  (𝑚 +  2)(𝑥௠ାଵ𝑦௡)  ≫   −3𝑛 −  3 =  𝑚 +  2  

2(𝑛 +  3)(𝑥௠𝑦௡ାଶ)  =  (𝑚 +  1)(𝑥௠𝑦௡ାଶ)  ≫   2𝑛 +  6 =  𝑚 + 1 

𝑚  اگه این دو معادله دو مجهول رو حل کنی = 𝑛     و  1 = 跖跗跘跙   𝑥௠𝑦௡ میشه این پس عامل انتگرال ساز  2−  =  𝑥𝑦ିଶ =
௫

௬మ
  

  

  برنولی معادلات 
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+ ′𝑦اضافه کن میشه برنولی    𝑦௡معادله خطی رو یادته؟ تهش یه   𝑝(𝑥)𝑦 =  𝑞(𝑥)𝑦௡  

= 𝑧برای حلش این تغییر متغیر رو میگیری    .صفر و یک نیست n،  معادله مون خطی یا جداشدنی میشه، پس باشه n =   0, 1فقط اگه   𝑦ଵି௡  

رو هم حساب میکنی میزاری تو معادله، میدونی بعدش چی میشه؟ تبدیل میشه به   𝑦௡و  ′𝑦رو تنها میکنی بعد  yتو تغییر متغیر 

 خطی، بعد راحت حلش میکنی... 

𝒙𝒚ᇱیه نگاهی به این بنداز    مثلا)   +  (𝟏 –  𝒙)𝒚 =  𝒙𝟐𝒚𝟐 

𝑦ᇱ   ) باید یک باشه 'yضریب (معادله رو استاندارد میکنیم  حل) +
ଵି௫

௫
𝑦 = 𝑥𝑦ଶ 

𝑧  حالا تغییر متغیر  = 𝑦ଵି௡ = 𝑦ଵିଶ = 𝑦ିଵ       پس𝑦ଶ = 𝑧ିଶ       و𝑦ᇱ = −𝑧ିଶ𝑧′      و𝑦 = 𝑧ିଵ     یعنی ما چیزایی که تو
  معادله نیاز داریم رو میسازیم. 

跖跗跘跙   −𝑧ିଶ𝑧ᇱحالا معادله رو دوباره میسازیم   + ቀ
ଵି௫

௫
ቁ 𝑧ିଵ = 𝑥𝑧ିଶ  

′跖跗跘跙    𝑧 )دیگهباید یک باشه    ′Zضریب بازم استاندارد میکنیم ( − ቀ
ଵି௫

௫
ቁ 𝑧 = −𝑥   )  در "منفیz  ضربش کردیم2"به توان (  

  ...)مرور کنرگرد برو همین الان خداوکیلی اگه معادله خطی بلد نیستی حل کنی دهنتو سرویس، ب( که بقیه شو بلدیخطی  معادله تبدیل شد به 

  

 معادلات ریکاتی 

   跖跗跘跙 )𝑥(𝑟+ 2 𝑦)𝑥(𝑞=  𝑦)𝑥(𝑝+ ′ 𝑦بازم معادله خطی رو یادته با این تغییر میشه ریکارتی 

 هستش.   2هر توانی داره ولی تو ریکارتی فقط توانش  y: تو برنولی  فقط سید حواست باشه

 باشه اضافی هم داره که میتونه تابع یا عدد  r(x)یه خوشگلم حواست کجاست؟  نه  دو بود ریکاتیه؟   yاگه توان 

  )𝑧 = 𝑦+  جواب خصوصی(  跖跗跘跙 یادت باشه که همیشه بهت یه جواب خصوصی معادله رو میده، بعد با این تغییر متغیر میتونی حلش کنی

  حل معادله خطی>>   تبدیل به خطی >>تبدیل به برنولی   >> تغییر متغیر  : اش اینجوریهترتیب حل 

𝒚ᇱ    داداش مون رو  این  مثلا) = −𝒙𝟓 +
𝒚

𝒙
+  𝒙𝟑𝒚𝟐     با جواب خصوصیy=x   .حلش کن  

𝑦ᇱم :   ی اول به فرم استاندارد مینویس  میاز رو قیافه که نمیفهم حل) −
𝑦

𝑥
= 𝑥3𝑦2 − 𝑥5 

𝑦هارو شروع میکنیم :   الان معلوم شد ریکاتیه، تغییر متغیر = 𝑧 + 𝑥     و     𝑦ᇱ = 𝑧ᇱ + 𝑦ଶ     و   1 = (𝑧 + 𝑥)ଶ   ساختیم  یعنی هرچی نیاز داشتیم رو  

+ ′zحالا با این تغییرات بازسازی اش کنیم :     1 + (−
ଵ

୶
) (z +  x)  =  xଷ(z +  x)ଶ − xହ    

′𝑧 خب بازش میکنیم و میریم برای ساده کاری :    − 𝑧
𝑥

− 2𝑥4𝑧 = 𝑥3𝑧2       پس    𝑧′ − ቀ
1
𝑥

+ 2𝑥4ቁ 𝑧 = 𝑥3𝑧2    

1، برای حل برنولی   یش حالا این برنولی شدآخ‐𝑧=  𝑛1-𝑧=  𝑢   1  میشه گفتپس ‐𝑢=  𝑧  
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  معادلات ریکاتی 

 跖跗跘跙 )𝑥(𝑟+ 2 𝑦)𝑥(𝑞=  𝑦)𝑥(𝑝+ ′ 𝑦 قیافه اش اینجوریه

  ) 𝑧 = 𝑦+  (جواب خصوصی   跖跗跘跙 بهت یه جواب خصوصی معادله رو میده، بعد با این تغییر متغیر میتونی حلش کنی

 خطی تبدیل به خطی  >> حل معادله تبدیل به برنولی  >> : تغییر متغیر  >> اش اینجوریهترتیب حل 

  𝑢= 2 𝑧‐2و     𝑢2-𝑢′ = -1𝑧′:    اینارو هم نیاز داریم بسازیم اوستا معادله رو دوباره یه نگاه بنداز، خب

− ′𝑢ିଶ𝑢−دیگه بلدی، جایگذاری کن     ቀ
ଵ

௫
+  2𝑥ସቁ 𝑢ିଵ =  𝑥ଷ𝑢ିଶ  

′𝑢استاندارد میکنیم    + (
ଵ

௫
 +  2𝑥ସ) 𝑢 = −𝑥ଷ  

  )  𝑥(𝑞=  𝑦) 𝑥(𝑝+ ′ 𝑦(قیافه معادله خطی اینجوری بود دیگه :     شبیه  چیشد؟ آفرین معادله خطی  (آهان، الان دیگه  

 uبودیم پس وقتی y ؛ این الان خطی شده، حلش میکنی، فقط یادت باشه ما دنبال 놴놲놵놶놷놳میدونم خسته شدی، واسه خودت یه نوشابه باز کن

     𝑥+  𝑧=  𝑦  و   𝑧=  𝑢-1  ، یعنی   رو پیدا کردی تبدیلش کن

 

 

   مرور فوری معادلات مرتبه اول : 

   

 

              
   

  معادلات جداشدنی 

رو هم میبریم یه  dyها و y رو میبریم یه طرف، همه dx ها و  xتو اینجور معادله ها، همه 
 ...طرف

بعدش از دو طرف انتگرال میگیریم؛ کار تمومه ، تا اینجا جواب عمومی رو به دست آوردی. 
.جواب خصوصی رو هم گیر بیاریحالا مقداری که خودش داده رو قرار میدی تا   

  خطیمعادلات 

 𝑥(𝑞=  𝑦) 𝑥(𝑝+ ′ 𝑦فرم کلی شون این شکلیه : (

  p(x)که همون  y(عدد نپر به توان انتگرال ضریب خود    = 𝑝∫ 𝑒A)𝑑𝑥) 𝑥  اول اینو به دست میاری
 هستش.)  

   Ap(x)y = Aq(x′ Ay +(   اینو تو کل معادله ضرب میکنی، اینجوری

ௗ(஺௬)      حالا طرف چپ رو میبندی، یعنی به شکل مشتق یه چیزی مینویسیش، اینجوری

ௗ௫
که اگه ازش   

  …مشتق بگیری میشه همون بالایی

 تو چپیه از بین بره) و از طرف راست انتگرال میگیری  dx ضرب میکنی (که  dx  دو طرف رو در 

  همگنمعادلات 

      𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦=  0شکلی بهت میده  معمولا اول تابع رو این

𝑧اول تغییر متغیر میدیم :   =
௬

௫
ௗ௬   و   𝑦 = 𝑧𝑥     پس میشه گفت  

ௗ௫
= 𝑦′ = 𝑧′𝑥 + 𝑧   

ௗ௬   برای شروع، معادله رو به شکل

ௗ௫
= ها کاری نداشته باش   xمینویسی و جایگذاری میکنی، فقط با   −

 هارو تغییر متغیر بزن.  y،فقط 

رو    z   ها یه طرف و از دو طرف انتگرال میگیری. فقط آخرش dy   و   y  یه طرف و   dz  و   zدر نهایت تمام 
  برگردون به حالت اول.  

 

 

  کامل معادلات 

   𝑀(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦=  0  شکلیهاین  معادله 

ௗெ   شرط کامل بودن :

ௗ௬
=

ௗே

ௗ௫
مساوی بشه با مشتق اونی که   y داره نسبت به  dx یعنی مشتق اونی که   

dy  داره نسبت به  x 

∫    انتگرال میگیری  M  اول از  اینجوری حل میکنی: 𝑀𝑑𝑥 = 𝐴 + 𝑐     که یه عبارتی میشه با عدد ثابت 

قرارش بده،   N  مشتق بگیر و مساوی همون  y  نسبت به  ) A+cیعنی (بعد از همون عبارت  

ௗ(஺ା௖)    اینجوری 

ௗ௬
= 𝑁     که یه عبارت داری وC' ) چون مشتق گرفتی ، دیگه خودc نیست(  

 رو گیر بیاریم.    C  این قسمت آخر برای اینه که بتونیم

  معادلات برنولی 

+ ′𝑦   شکل کلیش اینجوریه   𝑝(𝑥)𝑦 =  𝑞(𝑥)𝑦௡  

  صفر و یک نیست.  n،  معادله مون خطی یا جداشدنی میشه، پس باشه n=  0, 1فقط اگه 

= 𝑧برای حلش این تغییر متغیر رو میگیری      𝑦ଵି௡  

، بعدش  رو هم حساب میکنی میزاری تو معادله 𝑦௡و  ′𝑦رو تنها میکنی بعد   yتو تغییر متغیر 

 تبدیل میشه به خطی، بعد راحت حلش میکنی...  

 

https://t.me/NanoAmouz/49


 
 

 معادلات مرتبه دوم رو حل کنیم؟ چجوری 
  

 

跂跄跅跆跃 لمس کن اینابرای خوندن ادامه این جزوه روی跂跄跅跆跃  
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